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Abstract 
Let C be the field of complex numbers and d be the set of atomic species (up to isomor- 
phism). A species G in C[[&]] is said to be a square root of a species F in C[[&]] if the 
equation Gz = F holds. Similarly, a species G is said to be a symmetric square root of a species 
F if E2(G) = F holds, where E, denotes the species of unordered pairs. Although not every species 
possesses a square root, we prove that it always possesses at least one (and at most two) 
symmetric square roots. In particular, we show that the species X of singletons has a unique 
symmetric square root whose expansion begins with the terms - I -X-E,(X)+ X2 + 
XE,(X)-X3 + ... We also show that, up to an affine transformation, the species of rooted 
trees is one of the two symmetric square roots of the species of frees. In this case, the other 
symmetric square root has rational coefficients and its combinatorial interpretation is un- 
known. We conclude with some generalizations and directions for future investigations. 
1. Introduction 
Soit C le corps des nombres complexes et d l’ensemble des espkces atomiques (i 
isomorphisme prks). 6tant donnke une espkce FE@ [ [JZ?‘]], l’kquation G2 = F n’a pas 
toujours de solution G dans @[ [&]I. Par exemple, l’kquation G2 = X n’en a pas dans 
C [ [&!‘]]. Si toutefois il existe une espkce G qui satisfait l’tquation, on l‘appelle une 
rucine cart-&e de F. Le contexte des espkes nous donne un analogue de la notion de 
racine Carrie en introduisant la racine cart-he symktrique d’une esptke qui se dtfinit 
comme suit: 
Dhfinition 1.1. Soit F’EC[[&]]. On dira que G est une twine carrke symdrique de 
F si l’itquation suivante est vitrifike: 
Ez(G)=F. 
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Dans le cas dune racine carree symttrique, on trouve toujours une solution comme 
nous le verrons a la Section 3. Cette notion trouve une belle application en nous 
permettant de montrer qu’a une transformation affine prb, l’espece des arborescences 
est une racine carree symetrique de l’espece des arbres. 
Nous terminerons en donnant quelques generalisations et directions pour des 
recherches ulttrieures. 
2. Substitution gbkrale dans I’espkce E2 
11 est possible de munir l’ensemble des especes moleculaires (a isomorphisme pres) 
d’un ordre total. Dans un premier temps on peut ordonner ces dernieres par degre et 
ensuite decreter un ordre total sur les espdces de meme degrt. Par exemple, voici 
l’ordre total que nous utiliserons pour les especes moltculaires de degree ~4: 
1<X<E,<X2<E,<C,<XE2<X3 
<E,<E:<E,(E,)<XE,<E; 
Nous noterons A’ l’ensemble des especes moleculaires muni d’un ordre total qui 
prolonge l’ordre ci-dessus. 
Nous utiliserons la proposition suivante qui est une gtntralisation dune formule de 
substitution de Yeh [IS, 161 au cas ou l’espece substitute est a terme constant 
quelconque. 
Proposition 2.1. Soit G =&EM gM M, alors 
E,(G)= c g,wE,(M)+ c (s;)M’+ c gPgQPQ. 
MEX ME”& P,QsJ 
P<Q 
Notons que puisque l’espece E,(X) est polynomiale, il est possible d’y substituer 
une espece a coefficient constant non nul [6]. En particulier, on a que E,(l)= 1. 
3. Racine carrC?e symktrique 
Nous dtbutons avec la proposition centrale qui nous renseigne sur l’existence de 
solutions G de E2(G)=F Ctant don&e FE@[[J&‘]]. 
Proposition 3.1. Soit FEC[[Z#]] dont la dkomposition en espkces moltculaires est 
F=C ME4 fM M. Alors 
(1) Si le terme constant fi de F est dtjfkrent de 0 ou de -4, alors il existe dans 
@[[&]I deux solutions G de l’tquation E,(G)= F. 
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(2) Si le terme con.stantfi de F est -4, alors il existe duns @[ [&]] une seule solution 
G de l’kquation E,(G)= F. 
(3) Si le terme constantf, de F est 0, alors 
. il existe duns C[ [&]I une seule solution G de l’hquation E,(G)= F dont le terme 
constant g1 soit non-n& ce terme constant est alors g1 = - 1; 
l il existe duns C [ [&]I au plus une solution G de l’iquation E,(G)= F dont le terme 
constant q1 soit nul. 
Dkmonstration. Cherchons les coefficients gw (pour tout MEA) tels que si on pose 
G=C MEW gM M, alors E,(G)= F. 
En utilisant la Proposition 2.1, on trouve 
Ez(G)=Ez (& gd) 
+... 
(2) 
Montrons par recurrence (en considerant l’ordre sur A decrit plus haut) que la 
don&e des fM determine les solutions en les gM. En comparant les coefficients 
constants de chaque membre de (2) et en isolant gr, on trouve 
done a priori g1 peut prendre deux valeurs distinctes sauf dans le cas ou fi = -g ou 
g1 ne peut prendre que la valeur -f. Supposons pour le moment.fr # 0. Alors g1 # 0. 
En comparant cette fois les coefficients de X on trouve gxgl =fx. Ce qui permet de 
trouver gx =fx/gl. 
Fixons maintenant MEA%! et supposons que si MI <M alors la valeur de gw, est 
completement determinee pour une valeur choisie (ou imposee si aucun autre choix 
n’est possible) pour gl. I1 faut calculer g,+, . Trois cas se presentent. 
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Premierement, M est de la forme M = E,(N). Dans ce cas, il est clair que N < M car 
le degre de N est plus petit que celui de M et l’ordre total se fait en premier lieu d’apres 
le degre. Done gN est completement determine et en comparant les coefficients de 
M dans l’equation 2, on trouve que gN+glgM=fM. Ainsi, 
gM=f- 
91 
Deuxiemement, M est de la forme M = N ‘. Dans ce cas on trouve 
fM= “2” 0 +glgM + c .4PgQ PQ=N2 
1 <P<QCN2 
Ici aussi on peut utiliser l’hypothese d’induction pour conclure que gM est complete- 
ment determine. I1 suffit pour celh d’isoler g,,, ci-dessus. On trouve 
$1 
gM=-, 
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oti 4r ne depend que des T tels que T< M. 
Troisiemement, si M n’est pas de l’une des deux formes precedentes, alors 
fM=glgW+ 1 gPgQ, 
l<P<Q 
PQ=M 
ce qui nous permet d’ecrire gM=42/gl, ou g52 ne depend que des T tels que T-c M. 
Dans le casfr =O, la seule possibilite non-nulle pour gl est gl = - 1 et le raisonnement 
ci-dessus nous conduit a une unique solution G. Par contre, si on cherche une solution 
avec gl =O, la comparaison des coefficients dans (2) nous permet de conclure que 
SW =f&M), (3) 
le choix des gM est done force, ce qui montre qu’il y a au plus une solution G de 
E,(F)= G. En plus de la relation (3) d’autres relations possiblement contradictoires 
avec (3), peuvent s’ajouter, ce qui fait qu’il peut ne pas y avoir de solution. C’est le cas 
par exemple si F=X. 0 
kant donnee F, il est done facile de calculer explicitement les valeurs de gM en 
fonction desf, et de gl, si g1 # 0. Remarquons que si M est atomique et n’est pas de la 
forme E,(N), alors gM =fM/gl. Quelques calculs montrent que 
gE =SlkfX 
2 
gf ’ 
2dfx~-f,2+glfx 
!Jxz= 
29: ' 
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gx ~2Y:~x~--zy:fx~x~--Ylfx2+f;3 
3 
29: 
Nous noterons fi (‘) l’ensemble des racines carrkes symktriques de F. 
Corollaire 3.2. L’espke X des singletons admet une unique racine car&e symhrique 
dont /es premiers termes sont donnbs par 
-1 -x-E,(X)+X2+XE2(X)-X3-E2(E2(X)) 
+E2(X)2-2X~E2(X)+E2(X2)+ .‘. 
4. Arbres et arborescences 
NOUS allons maintenant voir comment la racine carrke symktrique permet de relier 
les arborescences et les arbres. Pour ce faire nous utiliserons la formule de dissymktrie 
pour les arbres due d Leroux [ 133 et Leroux et Miloudi [ 141 &non&e plus bas. Notons 
A l’espkce des arbres et A celle des arborescences. Les premiers termes de la dkompo- 
sition moltculaire de ces deux esptces sont les suivants 
A=X+E,+XE2+E2(X2)+XE3+XE2(X2)+X3E2+XE, 
+XE5+X2E2(X2)+X3E3+X4E2+E2(XE2)+E2(X3)+... 
A=X+X2+X3+XE2+2X4+X2E2+XE3 
+3X5+XE4+X2&+3X3Ez+X&(X2) 
+6X~+6X4E2+2X2E2(X2)+3X3E3+X~E4 
+XE,+X2Ef+... 
DCfinition 4.1. Soit FEC[[&]]. On dkfinit une nouvelle espkce que I’on note F’ en 
posant F*=XF ‘. On dit que F’ est obtenue de F en pointant les F-structures. 
Remarque 4.2. On a kvidemment A = A’ puisque les arborescences sont prtcisi-ment 
les arbres point&s. 
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On trouvera la demonstration de la formule suivante dans [13,14]. Elle a Cte 
etendue par G. Labelle dans [8] au cas des arborescences et arbres enrichis (voir aussi 
C9,lOl). 
Proposition 4.3. On a l’identith suivante (formule de dissymhtrie pour les arbres): 
A+A2=A+E2(A). (4) 
En fait, dans @ [ [&‘]I, on peut Ccrire cette formule sous une forme Cquivalente 
comme le dit la proposition suivante. 
Proposition 4.4. L’identitb (4) est iquivalente 2~ 
&(l-A)=l-A. (5) 
En d’autres termes, l’espkce (virtuelle) 1 -A est une racine cart-he symhrique de 
l’esptce 1 - A. Plus explicitement, on peut kcrire 
1 - AE~? 
Dbmonstration. En utilisant la Proposition 2.1, on a que 
done, en utilisant (4), on trouve 
E,(l-A)=l-A. 0 
Remarque 4.5. Notons que l’espece 1 -A posdde deux racines carrees symetriques, 
car dans ce cas le coefficient constant est non nul. Un calcul montre que la seconde 
racine est l’espbce rationnelle dont les premiers termes sont les suivants: 
1 3 1 
_2+2X+qE2(X)+--X2+? 
On ne connait pas encore d’interpretation combinatoire pour cette racine. 
Remarque 4.6. La Proposition 4.4 montre qu’on peut pointer algebriquement I’espece 
des arbres sans utiliser la formule differentielle usuelle: F’=XF’. Elle permet aussi 
d’exprimer la decomposition moleculaire des arbres en fonction des arborescences. 
Remarque 4.7. On a A=A*=XA’ et A=XE(A). D’ou A’=.!?(A). 11 s’en suit que 
AEJ E(A), ou encore que A =jJ E(A) + W oti W est tel que W’=O [2] ou JJ designe 
I’integrale virtuelle de Joyal [4]. On a done d’une part, 
A = I E(A)+ w .I
=X~(~)-~,(X)E(A)‘+E,(X)E(A)“-E,(X)E(A)”’+..~+ w 
=A-E*(X)E(A)‘+E,(X)E(A)“-E,(X)E(A)”’+.’.+ w. 
D’autre part en utilisant (4), on trouve que 
w=E,(A)-A2+E,(X)E(A)‘-E,(X)E(A)“+E,(X)E(A)”’+”~. 
On vkrifiera que I’on a bien W’= 0. 
5. Conclusion 
II est possible d’tcrire des formules du type (1) pour les especes E, et C, 
(n = 3,4,5, ... ) [9]. Ceci permet de gtntraliser la notion de racine carrte symitrique. 
Dans le premier cas on parlera de racine ne synkrique, dans le deuxieme cas de racinr 
nr cyclique. Denotons par p (‘) l’ensemble des solutions de E,(G)= F et par G’F’c’ 
I’ensemble des solutions de C,(G)=F. Un prolongement nature1 du present travail 
serait de chercher si certains elements de m(” ou de m”) ont une 
interpretation combinatoire pour n > 2. Un autre prolongement nature1 serait 
d’itudier les racines ne moliculaires d’une espice F, c’est-a-dire les solutions G de 
I’equation M(G) = F oli M est une espece moleculaire vivant sur la cadinalite II. 
L’utilisation de logiciels de calcul symbolique aidera certainement a analyser ces types 
de problemes. 
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